
GUANＧ ＤONG JIAO YU GAO ZHONG

广东教育·高中 2018 年第 7·8 期

P

B

A

C

y=ex（2x-1）

1
2

- 1
2

-1
1

-1

- 1
2

y=ax-a

z

y

x

PM

A

Q

D

E
B F C

y

M

O N
P x

Q M P

DA
E

B F C

y
2

1
1
4

-1 O 1 2 x

-1

[g（x）]max=-2e
- 1
2 ，当 x=

0 时，g（0）=-1，g（1）=
3e>0，直线 y=ax-a 恒
过（1，0）斜率为 a，故-
a>g（0）=-1，且 g（-1）
=-3e -1≥-a-a， 解得
3
2e≤a<1，故选 D.

二、 构建函数模型并结合其图像研究方程根的范围

例 3. 对于实数 a 和 b，定义运算“*”：a*b＝
a2-ab，a≤b
b2-ab. a>> b

设

f（x）＝（2x－1）*（x－1），且关于 x 的方程 f（x）＝m（m∈R）恰有三个
互不相等的实数根 x1，x2，x3，则 x1x2x3 的取值范围是 ________．

【解析】 由定义可知， f（x）=
（2x-1）x，x≤0
（-x-1）x，x>> 0

作出函数 f（x）

的图像，如图所示. 由图可知，当 0<m< 1
4 时，f（x）＝m（m∈R）恰

有三个互不相等的实数根 x1，x2，x3.

不妨设 x1<x2<x3， 易知 x2>0， 且 x2+x3=2× 1
2 =1， ∴x2x3< 1

4 .

令
2x-1 x= 1

4 ，

x<0
>

，

解得 x= 1- 3姨
4 或 x= 1+ 3姨

4

（舍去）. ∴ 1- 3姨
4 <x1<0，∴ 1- 3姨

16

<x1x2x3<0. 答案（ 1- 3姨
16 ，0）.

三、 构建函数模型并结合其图像研究量与量之间的大小
关系

例 4. 函数 f（x）= ax+b
（x+c）2 的图像如图所示， 则下列结论成

立的是 （ ）
（A） a>0， b>0， c<0
（B） a<0， b>0， c>0
（C） a<0， b>0， c<0
（D） a<0， b<0， c<0

【解析】由 f（x）= ax+b
（x+c）2 及图像可知，x≠-c，-c>0，则 c<0；

当 x=0 时，f（0）= b
c2 >0，所以 b>0；当 y=0，ax+b=0，所以 x=- b

a >

0，所以 a<0. 故 a<0，b>0，c<0，选 C.
四、 构建函数模型并结合其几何意义研究函数的最值问

题和证明不等式

例 5. 已知实数满足 x， y， 满足
x-2y+4≥0，
2x+y-2≥0，
3x-y-3≤0

0
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++
*
,
,
,
- ，

则 x2+y2 的

取值范围是 .
【解析】 由图知原点到直线 2x+y-2=0 距离平方为 x2+y2 最

小值， 为 （ 2
5姨

）2= 4
5 ， 原点到点（2，3）距离平方为 x2+y2 最

大值，为 13，因此 x2+y2 取值范围为[ 45 ，13].

例 6. 如图， 驻ABC 是边长为 2 3姨 的正三角形， P 是以

C 为圆心， 半径为 1 的圆上任意一点， 则AA/P·BA/P 的取值范围
是 _________.

【解析】因为|AC|=|BC|=2 3姨 ，

∠ABC=60°，所以AA/C·BA/C =2 3姨 ·

2 3姨 cos60°=6， 因为AA/P =AA/C +

CA/P ， BA/P =BA/C +CA/P ， 所以AA/P·BA/P =

（AA/C +CA/P ）（BA/C +CA/P ）=AA/C·BA/C +

CA/P （AA/C +BA/C ）+CA/P 2，因为|CP|=1，所

以AA/P·BA/P =6+CA/P （AA/C +BA/C ）+1=7+CA/P （AA/C +BA/C ），因为 驻ABC

是边长为 2 3姨 的等边三角形，∴ 向量AA/C +BA/C 是与 AB 垂直且
方向向上，长度为 6 的一个向量，由此可得，点 P 在圆 C 上运

动，当CA/P 与AA/C +BA/C 共线同向时，CA/P （AA/C +BA/C ）取最大值，且这

个最大值为 6 当CA/P 与AA/C +BA/C 共线反向时，CA/P （AA/C +BA/C ）取最

小值， 且这个最小值为-6， 故AA/P·BA/P 的最大值为 7+6=13， 最

小值为 7-6=1． 即AA/P·BA/P 的取值范围是[1，13]．
五、 构建立体几何模型研究代数问题
例 7. 如图 ， 四边形 ABCD 和

ADPQ 均为正方形， 它们所在的平面
互相垂直， 动点 M 在线段 PQ 上， E、
F分别为 AB、 BC 的中点. 设异面直线
EM 与 AF 所成的角为 兹， 则 cos兹 的最
大值为 .

【解析】建立坐标系如图所示. 设 AB=1，则AA/F =（1， 1
2 ，0），

E（ 12 ，0，0）. 设 M（0，y，1）（0≤y≤1）， 则EA/M =（- 1
2 ，y，1），由于异

面直线所成角的范围为（0，π2 ]，所以 cos兹=
- 1
2 + 1

2 y

1+ 1
4姨 · 1

4 +y2+1姨
= 2（1-y）

5姨 · 4y2+5姨
· 2（1-y）

4y2+5姨姨 22 =1-
8y+1
4y2+5 ，令 8y+1=t，1≤t≤9，则 8y+1

4y2+5

= 16
t+ 81t -2

≥ 1
5 ，当 t=1时取等号. 所

以 cos兹 =
- 1
2 + 1

2 y

1+ 14姨 · 1
4 +y2+1姨

=

35




